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Аннотация. Разработана математическая модель, которая позволяет оптимизи-
ровать с точки зрения дефектообразования параметры нагружения обрабатываемых 
материалов, разрушение рассмотрено как метод создания дефектов на субмикроско-
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Введение. В современных условиях развития промышленности воз-
никла острая необходимость в регенерации гетерогенных сплавов. Удо-
влетворить данную необходимость можно лишь при условии создания но-
вых методов регенерации, обеспечивающих высокую производительность, 
низкие энергозатраты и носящие экологически чистый характер [1, 2]. 
Одним из путей решения проблемы может быть ударно-волновая об-
работка, создающая условия действия на материал высоких давлений и 
скоростей нагружения, а также вызывающая создание высокодефектной 
структуры [3, 4]. 
Регенерация твердых сплавов осуществляется различными химико-
термическими и металлургическими способами, включающими процессы 
окисления, карбидизации и термической обработки. Однако существен-
ными их недостатками являются низкая продуктивность, экологически 
вредный характер производства и очень высокие энергозатраты. 
Ударно-волновая обработка, в отличие от классических механико–
термических способов, ограниченных своим физико–химическим и меха-
ническим влиянием, позволяет вносить изменения в структуру материала 
на всех масштабных уровнях. 
Необходимость оценки влияния ударных волн разной интенсивности 
на механизм дефектообразования и процесс разрушения гетерогенной 
среды обуславливает проведение теоретических исследований [5]. 
Цель работы. Разработка математической модели разрушения гете-
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рогенных сред, позволяющей определять критические параметры удар-
но–волнового нагружения материалов. 










,  bax , , где  bа,  – отрезок или длина изучаемой 
трещины, точки a и b – координаты его концов в декартовой системе ко-
ординат XOY, начало которой находится точно на середине положитель-
ной полуволны, имеющей натуральную луночку с максимальной шириной 
  (рис. 1). 
 
 
Для решения задачи необходимо задать 9 параметров: 








x  Необходимо найти уравнение интерполирую-
щих окружностей для верхней дуги и нижней дуги луночки EFHB, соответ-
ственно EFH и ABD. 
Найдем уравнение интерполирующей окружности для дуги EFH. Из 
курса геометрии известно, что центр окружности лежит на пересечении 
перпендикуляров, проведенных из средин отрезков EF и FH (Рис. 2). Урав-
нение прямой EF, как уравнение прямой проходящей через две точки E







 = 0    (1) 

























Рис. 1 – Симметричная трещина-луночка 
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Уравнение прямой (М1О11) напишем, как уравнение перпендикуляр-
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Решая совместно уравнения (5) и (6), найдем координаты центра ин-

































































Определим радиус интерполирующей окружности r2, как расстояние
FO11  








Рис. 2 – Построение интерполирующей окружности для дуги EFH 
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Теперь можно написать уравнение интерполирующей окружности 2 
для дуги EFH 
    2222 1111 rYYXX OO      (9) 
Для отслеживания параметра  , находим интерполирующую окруж-
ность вне дуги ABD. 
Повторив рассуждения, как для (1)-(9) и поменяв координаты точек 
A,B,D получим уравнение нижней интерполирующей окружности 1 
    2122 11 rYYXX OO  , 
где  


























































 221 11 OO YXr                        (11) 
Таким образом, задача 1 решена: найдены центры интерполирующих 
окружностей и их уравнения, как функции от ,, . 
Пусть даны уравнения (9) и (10), координаты точек E(xE, yE) и H(xE, yH). 
Определим углы касательных к этим окружностям, а также их разно-
сти. 
Обозначим через 
 2211 11 OO XxrYy  ;    (12) 
 2222 1111 OO XxrYy      (13) 


















































































.   (17) 
Так, как производные от функций в данной точке равны тангенсам их 
касательных, то из (14)  (17) можно получить значения углов HHEУ  ,,,  
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arctg .   (21) 
 Откуда  
EEE   ;     (22) 
HHH   .     (23) 

















Рис. 3 – Расчетная схема для определения параметров 
несимметричной круговой луночки 
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arctg .  (25.2) 
Углы ,,,,, HE0HE   являются функциями семи параметров 
HHEE y,x,y,x,,,  . 
Возьмем две комплексные плоскости: плоскость прообразов   и 
плоскость образов W. Расположим нашу круговую луночку из задачи 2 на 
плоскости   и будем отображать ее внешность на внешность единичного 
круга плоскости W конформно следующим образом в несколько этапов. 








 11      (26) 
реализует конформное отображение внешней части круговой лунки 
на внешнюю часть угла Е . В самом деле, вершина Е  на плоскости z  
переходит в точку 1W =0 на плоскости 1W . Выбором комплексной посто-
янной 1  можно одну из сторон угла E  на плоскости 1W  совместить с 
горизонтальной полуосью. 
Развернем угол E  в верхнюю полуплоскость. Это можно осуще-
ствить преобразованием 







Пусть ),exp(),exp( 111222  iWiW   тогда из (27) следует, что n
1






Таким образом, сторона угла 01   переходит в действительную полу-
ось на плоскости ,2W  а сторона )2(1 E   переходит в полупрямую .2    
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 12 .     (28) 
переводит внешнюю часть круговой лунки, расположенной в плоскости z, 
на верхнюю полуплоскость 2W . 
Рассмотрим теперь окружность единичного радиуса на плоскости 
комплексного переменного W (Рис. 4). Отметим на этой окружности две 
точки )exp( 1iE   и ).exp( 1iPH   Функция реализует отображение внеш-



























PW     (30) 
дает конформное отображение внешней части лунки, расположенной в 
плоскости z на внешнюю часть круга единичного  радиуса в плоскости W. 
Потребуем, чтобы точка z  перешла в точку W , тогда из (30) 
следует, А = 1. Таким образом, отображающая функция для трещины типа 













 .    (31)  
Положим )exp(2 EE irz  , )exp(2 HH irz  ;  EE iP exp ,  HH iP exp , и 
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      (33) 
Окончательно получим из (31) функцию конформного отображения 
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    (35) 
где 












  110cos,, 11 OOHE YYyy    
Получим конформные преобразования (1.46) и (1.47), как функции 
двух текущих координат x, y и семи параметров .y,x,y,x,,, HHEE  
Следствие. Симметрия точек Е и Н относительно оси ординат не ме-
няет вид конформного преобразования (34) и (35). Случай рассмотрен 
полностью. 
Вывод. Для каждого материала существует критическое давление в 
ударной волне, превышение которого приводит к образованию дефектов. 
Увеличение неоднородности системы приводит к снижению критического 
давления в ударной волне, вызывающего образование дефектов и разру-
шение материала. 
Разработана математическая модель, которая позволяет оптимизиро-
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